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Uvod
Teorija mreºa1 dugo je vremena bila predmet istraºivanja uglavnom matemati-
£ara. Sredinom 20. stolje¢a prodire u znanosti kao ²to su ra£unarstvo, komu-
nikacijske znanosti, biologija, sociologija, ekonomija... U kasnim devedesetima
pitanje evolucije i strukture mreºa prakti£ki postaje novo podru£je �zike [1].

Ovaj prijelaz omogu¢en je brojnim empirijskim opaºanjima mreºa sa po-
linomnom (eng. power-law) distribucijom stupnjeva, prije svega World Wide
Weba i Interneta. Klasi£na teorija mreºa do tada se bavila samo mreºama s
distribucijama Poissonovog tipa gdje su veze distribuirane nasumi£no izme�u
kona£nog broja £vorova. Upravo je zbog toga koncept kompleksnih mreºa izni-
kao kao vaºan model za razumijevanje rasta i evolucije velikih mreºa.

U ovom seminaru ukratko ¢u iznijeti glavne ideje u svezi s rastom i evolu-
cijom kompleksnih mreºa. Cilj mi nije ulaziti detaljno u matemati£ku analizu
nego samo ukratko predstaviti osnovne modele klasi£nih i kompleksnih mreºa
te njihova svojstva i na£in konstrukcije.

U prvom poglavlju "�to su kompleksne mreºe?" ukratko se obja²njava sam
pojam kompleksne mreºe i njihovo zna£enje u dana²njim istraºivanjima. Tako-
�er se de�niraju vaºniji pojmovi iz teorije mreºa, nuºni za razumijevanje ostatka
seminara. Konstrukcije vaºnijih tipova mreºa iznose se u poglavlju "Ravnoteºne
i neravnoteºne mreºe". Nadalje, u poglavlju "Neki vaºniji primjeri kompleks-
nih mreºa" de�niraju se osnovni tipovi kompleksnih mreºa i metode njihove
konstrukcije. Napokon, u poglavlju "Barabási-Albert model" iznosi se model
nastanka kompleksnih mreºa prema Barabási-Albertu i opisuje se programska
implementacija. Poglavlje "Preferencijalno povezivanje" uz kratko poop¢enje
Barabási-Albert modela argumentira i vaºnost preferencijalnog povezivanja u
nastanku kompleksnih mreºa. Na kraju, u poglavlju "Alternativni modeli kons-
trukcije mreºa bez skale", predstavljaju se jo² neke nestandardne metode kons-
trukcije koje tako�er vode do mreºa bez skale.

1U literaturi prevladavaju dvije terminologije kada se govori o ovoj tematici - matemati-
£arska sa izrazima graf, vrh i brid (eng. graph, vertice, edge) i �zi£arska sa izrazima mreºa,
£vor i veza (eng. network, node, connection). Kako je rije£ o ekvivalentnim terminima, u
radu ¢u se koristiti �zi£arskom terminologijom.

2



1 �to su kompleksne mreºe?
U su²tini, kompleksne mreºe su mreºe koje su u svojim karakteristikama kom-
pleksnije od klasi£nih slu£ajnih mreºa. Pri tome se misli da im je organizacija
veza kompleksnija, na primjer distribucija stupnjeva moºe biti kompleksnija od
standardne Poissonove distribucije ili imati efekt "debelog repa" (eng. fat tail).

Za²to su kompleksne mreºe vaºne? Pokazuje se da klasi£ne slu£ajne mreºe
nemaju mnogo sli£nosti sa stvarnim mreºama, zbog £ega se ne mogu uspje²no
koristiti kao modeli za obja²njavanje empirijski dobivenih podataka iz stvarnog
svijeta. �ak i danas najrazvijeniji modeli rasta i evolucije kompleksnih mreºa,
kao na primjer Barabási-Albert model, imaju ograni£ene mogu¢nosti predvi�a-
nja karakteristika stvarnih mreºa.

U nastavku ¢u ukratko de�nirati vaºnije pojmove vezane uz analizu mreºa
- distribucija stupnjeva i grupiranje. Navedene karakteristike pomaºu nam da
identi�ciramo svojstva i tip mreºe i s njima ¢emo se £esto susretati u nastavku
seminara.

Distribucija stupnjeva (degree distribution)
Jedna od najvaºnijih karakteristika mreºe je njena distribucija stupnjeva. Nama
najvaºniji oblici distribucije (slika 1) su Poissonova, eksponencijalna i polinomna
distribucija. Detaljnije ¢u ih objasniti kada se susretnemo s njima. Za po£etak
izvedimo op¢u de�niciju.

Za svaki £vor moºemo de�nirati njegovu distribuciju stupnjeva p(k, s, N).
To je vjerojatnost da ¢e £vor s u mreºi veli£ine N £vorova imati stupanj k. Poz-
navaju¢i distribuciju svakog stupnja moºemo na¢i ukupnu distribuciju stupnjeva
mreºe:

P (k, N) =
1
N

N∑
s=1

p(k, s, N)

Pretpostavimo li da su svi £vorovi statisti£ki ekvivalentni, kao ²to je slu£aj
u klasi£nim slu£ajnim mreºama, onda svaki od njih ima jednaku distribuciju
stupnjeva P (k,N). Prvi moment distribucije je zapravo prosje£ni stupanj cijele
mreºe k =

∑
k kP (k). Mogu¢e je jo² de�nirati ulazne i izlazne distribucije

stupnjeva, ali one nam ovdje ne¢e biti od pretjerane vaºnosti.

Slika 1: Poissonova, eksponencijalna i polinomna distribucija stupnjeva.

Grupiranje (clustering)
Koe�cijent grupiranja odre�uje "gusto¢u" veza u okolini bliskoj £voru. Watts i
Strogatz u [5] de�niraju koe�cijent grupiranja C kao omjer izme�u svih y veza
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koje spajaju najbliºih z susjeda £vora i svih mogu¢ih veza koje bi ih mogle
spajati. Dobiveni omjer je

C =
2y

z(z − 1)

Iako bi se mogla uvesti nekakva distribucija od C, naj£e²¢e se koristi samo
prosje£na vrijednost grupiranja C. Koe�cijent grupiranja direktno je vezan za
prisutnost "trokutova" (tj. ciklusa duljine tri) u mreºi. Ujedno je i vrlo dobar
pokazatelj toga postoje li korelacije izme�u £vorova mreºe.

Za klasi£ne slu£ajne mreºe vrijedi omjer C = k
N gdje je N broj £vorova

mreºe a k prosje£ni stupanj £vorova. Kako je k �ksna vrijednost (u svakom
vremenskom koraku dodaje se jednak omjer £vorova i veza) on se pribliºava nuli
kako veli£ina mreºe raste. Empirijska istraºivanja pokazuju da to nije slu£aj s
mnogim stvarnim mreºama.
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2 Ravnoteºne i neravnoteºne mreºe
Ovdje uvodim vrlo vaºne pojmove - ravnoteºne (eng. equilibrium) i neravno-
teºne (eng. non-equilibrium) mreºe. U £emu je razlika?

Fizikalno gledano, za prou£avanje evolucije i rasta mreºa od klju£ne je vaº-
nosti znati mijenjaju li se one s vremenom ili su "stati£ne". Potonje imaju �ksan
broj £vorova te nasumi£nim dodavanjem veza s vremenom dolaze u ravnoteºno
stanje. Kod neravnoteºnih mreºa novi £vorovi i veze se neprestano dodavaju u
mreºu. Takve mreºe o£ito su daleko od stati£nih i ne postiºu ravnoteºno stanje.

U nastavku se demonstriraju konstrukcije najvaºnijih primjera ravnoteºnih
i neravnoteºnih mreºa.

Konstrukcija klasi£ne slu£ajne mreºe
Prvi jednostavni model konstrukcije klasi£ne slu£ajne mreºe predstavili su Erdös
i Rény 1959. i 1960. u [6] i [7]. Takva mreºa de�nirana je dvijema jednostavnim
pravilima:

(a) Ukupni broj £vorova N je �ksan.

(b) Nasumi£no odabrana dva £vora spojena su neusmjerenim vezama2. Isto
tako moºe se re¢i da za svaka dva £vora mreºe postoji vjerojatnost p da
su spojeni (neusmjerenom vezom).

Izvedimo ukratko formulu za distribuciju stupnjeva takve mreºe. Svaki £vor u
mreºi moºe imati stupanj u rasponu od 0 do N −1. Ako je £vor stupnja k svaka
od tih k veza moºe biti spojena na bilo koji od preostalih N − 1 £vorova. Stan-
dardna kombinatorika vodi nas na formulu za distribuciju stupnjeva u klasi£noj
slu£ajnoj mreºi

P (k) =
(

N − 1
k

)
pk(1− p)N−1−k

Vidimo da je rije£ o binomnoj distribuciji. Prosje£an stupanj £vorova k je k =
p(N−1) i mreºa u prosjeku sadrºi pN(N−1)

2 veza. Za velike N i �ksne k binomna
distribucija se moºe aproksimirati Poissonovom:

P (k) =
k

k

k!
e−k

Poissonova distribucija je, kako vidimo na slici 1, brzo opadaju¢a distribucija sa
prirodnom skalom k ∼ 〈k〉.

Konstrukcija neravnoteºne slu£ajne mreºe
Ovakva mreºa konstruira se jednostavnim dodavanjem novih £vorova i povezi-
vanjem slu£ajno odabranog para £vorova. Postupak je:

(a) U svakom vremenskom koraku u mreºu se dodaje novi £vor.

(b) Istovremeno, jedan ili vi²e nasumi£no odabranih parova £vorova se pove-
zuju vezom.

2Ili vezom, ako zabranimo vi²estruko spajanje £vorova, ali to ionako nije vaºno za velike
mreºe gdje su takve veze gotovo nepostoje¢e.
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Statisti£ki gledano, najstariji £vorovi su i najbolje povezani (tj. ve¢eg stup-
nja). Ako u nekom trenutku prestanemo dodavati nove £vorove i nastavimo s
povezivanjem mreºa ¢e teºiti ravnoteºnom stanju3.

Ovakva mreºa ima eksponencijalnu distribuciju stupnjeva

P (k) ∝ e
−k

k

gdje je k prosje£an stupanj mreºe, k =
∑∞

k=0 kP (k). I ovakva distribucija,
poput Poissonove, je ekstremno opadaju¢a.

Zna£ajniji pomak u£init ¢e tek Barabási i Albert 1999. u [3]. Oni predlaºu
model u kojem se kombinira rast i preferencijalno spajanje novih vrhova. Re-
zultat je mreºa citata u kojem se novi £vorovi spajaju na stare sa vjerojatno²¢u
proporcionalnom njihovom stupnju.

Na Barabási-Albert model vratiti ¢u se kasnije. De�nirajmo prvo mreºu
citata i metodu njezine konstrukcije.

Konstrukcija mreºe citata
Poseban slu£aj neravnoteºne slu£ajne mreºe je mreºa citata. U najjednostavni-
joj varijanti konstruira se na sljede¢i na£in:

(a) U svakom vremenskom koraku u mreºu se dodaje novi £vor.

(b) Novopristigli £vor spaja se s nekim od starih £vorova.

Kon�guracija tako stvorene mreºe snaºno ovisi o na£inu na koji se bira stari
£vor. Kao ²to ¢emo vidjeti u nastavku seminara, od interesa ¢e nam biti prefe-
rencijalno spajanje u kojem se £vor bira s vjerojatno²¢u proporcionalnom stup-
nju koji posjeduje. Op¢enito, vjerojatnost da ¢e se stari £vor spojiti s novim
proporcionalna je s f(k) - nekom funkcijom od stupnja k starog £vora.

Naziv mreºa citata dolazi od modela iz stvarnog svijeta - mreºa citiranja
iz znanstvenih £asopisa u kojoj su dva rada povezana ako jedan sadrºi citat
(referencu) na drugi. �injenica da u ovom modelu mreºa po de�niciji nije us-
mjerena (tj. veze nemaju de�niran smjer) a u stvarnosti je nije nam sada od
krucijalne vaºnosti. Najvaºnija sli£nost je da u tako de�niranom modelu nije
mogu¢e pojavljivanje veza izme�u starih £vorova, kao ²to ni u stvarnosti stvarni
£lanci ne mogu mijenjati svoje citate (tj. stvarati nove veze). Ta mogu¢nost je
omogu¢ena isklju£ivo novim £vorovima.

3Ali ga, prema de�niciji, nikad ne¢e dosti¢i. Jedini izlaz je da omogu¢imo da stari £vorovi
s vremena na vrijeme odumru.
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3 Neki vaºniji primjeri kompleksnih mreºa
Sada, nakon kratkog pregleda osnovnih tipova mreºa i njihovih konstrukcija,
navest ¢u i najvaºnije primjere kompleksnih mreºa - mreºe bez skale (eng. scale-
free) i mali svijetovi (eng. small-world). Prve su vaºne zbog svoje polinomne
distribucije stupnjeva, ²to je svojstvo koje je zamije¢eno u brojnim realnim
mreºama, od Interneta i WWW-a do proteinskih interakcija u metabolizmu.
Potonje iskazuju takozvani efekt malog svijeta koji je zapravo vrlo uobi£ajen u
ve¢ini mreºa (pa £ak i u klasi£nim slu£ajnim mreºama). Bez obzira na to, ovdje
se ipak misli na vrlo speci�£nu vrstu mreºa koje samo ispoljavaju efekt malog
svijeta.

Mreºe bez skale (scale-free networks)
Karakteristi£no za mreºe bez skale je da se u njima pojavljuju £vorovi (takozvani
hubovi) koji imaju stupnjeve za red veli£ine ve¢e od prosje£nog stupnja svih
£vorova. Pri tome karakteristike mreºa bez skale ne divergiraju bitno bez obzira
na veli£inu mreºe, tj. broj £vorova N . Najvaºnija karakteristika takvih mreºa
je njihova polinomna distribucija stupnjeva

P (k) ∼ k−γ

Klju£ni parametar je γ koji se jo² naziva i eksponent distribucije.
Mreºe sa polinomnom distribucijom nemaju prirodnu skalu4 zbog £ega i nose

naziv bez skale.

Mali svijetovi (small-world networks)
Fenomen "malog svijeta" poznat je ve¢ neko vrijeme iz stvarnog svijeta. Naj-
poznatiji primjer je slavni pokus Stanleya Milgrama iz 1960-tih [4] i njegova
demonstracija da su svaka dva £ovjeka na svijetu povezana u prosjeku preko
najvi²e ²est drugih ljudi. Formalno, efekt malog svijeta zahtjeva preciznu de�-
niciju prosje£ne najkra¢e udaljenosti izme�u dva £vora mreºe. O£ito, prosje£ni
broj n najbliºih susjeda jednog £vora raste usporedivo sa 〈k〉n. Zna£i, prosje£an
najkra¢i put ` ugrubo se aproksimira relacijom 〈k〉` ∼ N . Stoga vrijedi

` ≈ ln N

ln〈k〉

Uglavnom, ako `(N) raste sporije nego ijedna pozitivna potencija od N za mreºu
moºemo re¢i da ima efekt malog svijeta.

Mali svijet - model Wattsa i Strogatza
Jedni od prvih koji su predloºili male svijetove kao speci�£nu klasu kompleksnih
mreºa su Watts i Strogatz u [5]. U svojem radu oni predlaºu superpoziciju
izme�u re²etke i klasi£ne slu£ajne mreºe kao optimalnu metodu konstrukcije
malih svijetova.

4Podsjetimo se da, za razliku od njih, prirodna skala kod mreºa sa Poissonovom ili ekspo-
nencijalnom distribucijom postoji i reda je veli£ine prosje£nog stupnja svih £vorova k.
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U tom modelu po£inje se od pravilne re²etke i potom se nasumi£nim pres-
pajanjem postoje¢ih veza stvaraju "pre£aci". Rezultat je mreºa sa visokim
koe�cijentom grupiranja i kompaktno²¢u klasi£ne slu£ajne mreºe. Metoda koja
se provodi je:

(a) Po£inje se sa 1-dimenzionalnom re²etkom od L £vorova od kojih svaki £vor
ima z ≥ 4 najbliºih susjeda.

(b) Svaka veza ima vjerojatnost p da ¢e se odspojiti i spojiti na dva nasumi£no
odabrana £vora.

Slika 2: Model Watts-Strogatza sa prespajanjem veza.

Op¢enito, prosje£ni najkra¢i put ` je vrlo osjetljiv na pre£ace. To zna£i da
¢e se karakteristike mreºe zna£ajno promijeniti ve¢ ako vrijedi pzL ∼ 1 tj. ako
je u prosjeku tek jedan pre£ac u mreºi. Pri tome se ostale karakteristike mreºe,
prije svega koe�cijent grupiranja, ne mijenjaju bitno.

Slika 3: Raspodijela prosje£ne najkra¢e udaljenosti ` i koe�cijenta grupiranja.

Usporedimo li raspodijelu prosje£ne najkra¢e udaljenosti ` i koe�cijenta gru-
piranja sa slike 3 primje¢ujemo da postoji stanoviti interval vjerojatnosti pres-
pajanja p gdje je prosje£na najkra¢a udaljenost vi²estruko smanjena dok ostale
zna£ajke mreºe (prije svega koe�cijent grupiranja) nisu bitno promijenjene.
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Naravno da sli£ni zaklju£i vrijede i za op¢enite n-dimenzionalne re²etke.
Naknadno su razvijeni i modeli koji umjesto prespajanja starih veza stvaraju
nove. Glavne karakteristike mreºa dobivenih u jednom ili drugom modelu ne
razlikuju se bitno.
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4 Barabási-Albert model
Barabási-Albert model je danas jedan od najprou£avanijih modela generiranja
mreºa bez skale. Ono ²to su oni napravili zapravo se nastavlja na rad D. S. Pricea
koji je 1965. [8] prvi opisao ono ²to bi se danas nazvalo mreºom bez skale.

Price je prou£avao mreºu citiranja znanstvenih £lanaka i pokazao da njene
ulazne kao i izlazne distribucije stupnjeva imaju polinomnu distribuciju. To je
jedan od glavnih razloga za²to se njegov i modeli zasnovani na njegovom danas
nazivaju mreºe citata. U takvim modelima £vorovi se dodaju u mreºu sa po£et-
nim stupnjem m te se spajaju na m starih £vorova5. Spajanje je preferencijalno.

Razlika izme�u modela je ta ²to Priceov model opisuje usmjerene mreºe
£ije veze imaju smjer pa mogu ulaziti ili izlaziti iz £vor, a Barabási-Albertov
model neusmjerene mreºe gdje ta distinkcija ne postoji. Ta razlika je klju£na
promatraju li se stvarne mreºe poput Interneta ili WWW-a u kojima se takvo
usmjerenje veza pojavljuje - jedna web stranica moºe imati link prema drugoj
bez obzira ima li ova druga link prema njoj. �ak je i mreºa citata, primjer koji
je prou£avao Price, ustvari usmjerena mreºa. Ipak, neke su se aproksimacije
trebale u£initi radi pojednostavljenja modela.

U nastavku rada ne¢u detaljnije razra�ivati Priceov model. Umjesto toga
koncentriram se isklju£ivo na Barabási-Albert model.

Algoritam za generiranje mreºe prema Barabási-Albert modelu glasi:

(a) U svakom koraku novi £vor dolazi u mreºu.

(b) Spaja se na stari £vor s vjerojatno²¢u proporcionalnom stupnju £vora.

Slika 4: Dodavanje novog £vora u Barabási-Albert modelu.

Kako se u svakom vremenskom koraku u mreºu dodaje samo jedan £vor i
jedna veza prosje£an stupanj mreºe je k = 2. Stoga ¢e suma svih stupnjeva
u vremenskom trenutku t biti tk = 2t. Vjerojatnost da £vor stupnja k dobije
novu vezu je k

2t , vjerojatnost da ostane istog stupnja je 1 − k
2t . Jednadºba za

distribuciju stupnjeva (pojedina£nih £vorova!) glasi

p(k, s, t + 1) =
k − 1

2t
p(k − 1, s, t) +

(
1− k

2t

)
p(k, s, t)

Objasniti ¢u ukratko zna£enje jednadºbe. Postoje dvije mogu¢nosti da £vor u
koraku t + 1 (tj. novom koraku) bude stupnja k:

5Zamijetite da se u takvom modelu ne mijenjaju ve¢ postoje¢e veze izme�u starih £vo-
rova. To moºda dobro opisuje mreºe citata (gdje ve¢ postoje¢i £lanci ne mogu mijenjati svoje
reference) ali ne i moderne stvarne mreºe poput Interneta i WWW-a
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(1) Prva mogu¢nost je da je u pro²lom koraku bio stupnja k− 1 i dobio novu
vezu. To je prvi £lan desne strane jednadºbe.

(2) Druga mogu¢nost je da je u pro²lom koraku bio stupnja k i da nije dobio
novu vezu. To je drugi £lan desne strane jednadºbe.

Ne upu²taju¢i se u formalni dokaz (koji se moºe pogledati u [1]) odmah navodim
kona£nu jednadºbu za distribuciju stupnjeva:

P (k) =
4

k(k + 1)(k + 2)

Za velike stupnjeve to daje polinomnu distribuciju s eksponentom γ = 3. Zna£i

P (k) ∼ k−3

Programsko ostvarenje Barabási-Albert modela
U teoriji, za generiranje mreºe po Barabási-Albert modelu potrebna nam je
samo neka po£etna mreºa od N0 £vorova na koju ¢emo dodavati nove £vorove.
Ipak, za programsko ostvarenje potrebno je odrediti i kona£an broj £vorova N
koji ¢e sa£injavati na²u mreºu. U svakom koraku (iteraciji) ¢emo dodavati jedan
novi £vor i vezu pa ¢e broj £vorova koje moramo dodati biti N −N0.

Za reprezentaciju mreºe moºemo koristiti matricu susjedstva6, no kako nas
zanima samo distribucija stupnjeva a ne i me�usobne veze izme�u £vorova ovdje
¢emo je izostaviti i umjesto nje koristiti samo jedno 1-dimenzionalno polje k u
koje ¢emo pohranjivati stupanj svakog vrha.

Pseudokod za programsko ostvarenje glasi:

u£itaj po£etni broj £vorova N0

u£itaj kona£ni broj £vorova N
po£etnih N0 £vorova spoji u potpunu7 mreºu
ponavljaj od 1 do N −N0

odaberi preferencijalno jedan od starih £vorova
novom £voru dodijeli stupanj 1
odabranom £voru pove£aj stupanj za 1

ponavljaj od i=1 do i=N

izbroji koliko ima £vorova stupnja i i spremi podatak
u distribucija[i]

polje distribucija podijeli sa sumom svih stupnjeva mreºe

Polje distribucija sadrºi podatke za crtanje distribucije stupnjeva. Na k-tom
elementu nalazi se podatak o tome koliki je udio £vorova stupnja k u sumi

∑
N ki

svih stupnjeva mreºe. Ovako koncipirani program moºe se implementirati u
bilo kojem programskom jeziku sa mogu¢no²¢u gra�£kog prikaza podataka (na
primjer Matlab).

6Matrica susjedstva jednozna£no odre�uje mreºu. Reda je N × N gdje je N ukupni broj
£vorova mreºe. Element aij ozna£ava broj veza izme�u £vorova si i sj

7Mreºu u kojoj je svaki £vor spojen sa svim ostalim £vorovima.
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Slika 5: Primjena Barabási-Albert algoritma na po£etnu mreºu od N0 = 4
£vorova. Kona£ni broj £vorova N je 10000.

Distribucija stupnjeva takve mreºe vidi se na slici 5. Dobivena mreºa je bez
skale i distribucija stupnjeva raspodijeljena je po polinomnom zakonu. Na dnu
gra�kona primje¢uje se cut-o� efekt. On je posljedica £injenice da su stvarne
mreºe (pa tako i na² simulirani model) ipak mreºe kona£ne veli£ine. Tako ¢e
uvijek postojati odre�eni (mali) broj £vorova razli£itog stupnja kojih ¢e u mreºi
biti jednako.

Kod nas su za to krivi £vorovi velikog stupnja (k ∼ 102) kojih je u mreºi jako
malo - samo jedan ili dva. Kad bi im se omogu£ilo da dalje rastu, na primjer da
se pove¢a broj iteracija, cut-o� efekt bi se pomaknuo na £vorove ve¢eg stupnja.
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5 Preferencijalno povezivanje
Preferencijalno povezivanje opisano ovdje je zapravo generalizacija Barabási-
Albert modela. Osnovna premisa preferencijalnog povezivanja je da £vorovi
ve¢eg stupnja imaju ve¢u vjerojatnost da se spoje na novopristigle veze. �esto se
za ovaj princip kaºe popularnost je privla£na8 - £vorovi s vi²e veza su preferirani.

Op¢enito, preferencijalno povezivanje se de�nira kao povezivanje gdje je vje-
rojatnost spajanja na novi vezu odre�ena nekom funkcijom od k, tj. prefe-
rencijalnom funkcijom f(k)9. Distribucija bez skale pojavljuje se samo ako je
funkcija f(k) linearna, tj. oblika k+A

〈k〉+A gdje je A neka konstanta a 〈k〉 suma
svih stupnjeva u mreºi. To se £ini ispravnim za ve¢inu stvarnih mreºa.

Kako nastaje preferencijalno povezivanje?
U prethodnim poglavljima preferencijalno povezivanje u modelima rasta po-
drazumijevalo se kao dobitna metoda za dobivanje mreºa bez skale. Ad hoc
obja²njenje da se ono dobro slaºe sa uobi£ajenim predodºbama nastanka re-
alnih mreºa (popularnost je privla£na) nadomjestilo je detaljnije opravdanje
ovakvog na£ina povezivanja. Ukratko ¢u izloºiti osnovnu ideju...

Osnovno pitanje koje se ovdje postavlja je - za²to ba² stupanj £vora, a ne
neko drugo svojstvo, igra bitnu ulogu u preferencijalnom povezivanju? Odgovor
na njega leºi u £injenici da su zapravo veze, a ne £vorovi, te koje su klju£ne u
stvaranju novih veza, tj. u privla£enju novih £vorova.

Tako jednostavnim prihva¢anjem pretpostavke da novi £vorovi traºe krajeve
veza na koje bi se spojili lako obja²njavamo preferencijalno povezivanje. Stu-
panj £vora jednak je broju veza koje su na njega spojene. Kako se novi £vorovi
zapravo spajaju na veze, ²to neki £vora ima vi²e veza ve¢e su ²anse da ¢e (na-
sumi£nim odabirom) odabrati ba² jednu od njegovih veza, ²to ujedno rezultira
i nihovim povezivanjem. Ukratko, nasumi£no spajanje na veze ekvivalentno je
preferencijalnom spajanju na £vorove.

Slika 6: Mreºa raste pripajaju¢i nove £vorove na oba kraja nasumi£no odabrane
veze.

Koriste¢i ovu ideju, moºemo konstruirati mreºu bez skale sa sli£nim svoj-
stvima kao u Barabási-Albert modelu:

(1) U po£etku postoje samo dva £vora povezana jednom vezom.

(2) U svakom vremenskom koraku dodaje se jedan novi £vor.

(3) Spaja se na oba kraj nasumi£no odabrane veze s dvije nove veze.
8Postoje i druge interpretacije, na primjer bogatiji postaju bogatiji ili pobjednici dobivaju

sve.
9To vrijedi samo za homogene mreºe. U nehomogenim mreºama preferencijalna funkcija

f(k) varira od £vora do £vora.
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Dodatno svojstvo ovako konstruirane mreºe je ²to ima veliki koefeicijent grupi-
ranja. Kako se svaki novi £vor spaja na staru vezu sa dvije nove veze, mreºa
se prakti£ki sastoji od trokutova (tripleta £vorova). Podsjetimo se da je koe�ci-
jent grupiranja kod Barabási-Albert mreºe jako mali10, ²to znatno odudara od
realnih mreºa. Dapa£e, koe�cijent grupiranja Barabási-Albert mreºe teºi k nuli
kako se pove¢ava veli£ina mreºe.

Jedan od na£ina da se zaobi�e ova pote²ko¢a, tj. da se pove¢a koe�cijent
grupiranja, prikazan je u sljede¢em poglavlju.

Postizanje velikog koe�cijenta grupiranja
Grupiranje je, uz stupanj-stupanj korelaciju (degree-degree correlation), najvaº-
nija vrsta korelacije me�u £vorovima mreºa. Nastojanje da se postigne ²to ve¢i
koe�cijent grupiranja ima svoje opravdanje u £injenici da je on relativno velik
i kod mnogih stvarnih mreºa. Postoje brojni na£ini da se konstruiraju mreºe
sa takvim svojstvom. Prija²nja ideja, ona sa spajanjem na veze umjesto na
£vorove, moºe se varirati na jo² na£ina, koji svi rezultiraju mreºama bez skale.
Jedan od mogu¢ih na£ina je sljede¢i:

(1) Po£etna kon�guracija je triplet £vorova.

(2) Svaki vremenski korak dodaje se jedan £vor koji se sa tri veze spaja na
nasumi£no odabran triplet £vorova.

Slika 7: Rastu¢a mreºa bez skale sa velikim koe�cijentom grupiranja. Novi
£vorovi se spajaju na nasumi£no odabran triplet £vorova.

Ovakva mreºa ima polinomnu distribuciju stupnjeva sa koe�cijentom γ = 3.
Koe�cijent grupiranja je relativno velik i iznosi C = 1

2 .

Jo² jedan primjer linearne preferencije
Iako samo linearna preferencija dovodi do distribucija bez skale, postoji mnogo
vrsta linearnih preferencija. U prija²njim poglavljima kao mjeru privla£nosti
uzimali smo stupanj £vora k. No, kao ²to smo ve¢ naslutili, ne postoji razlog da
se kao alternativa ne uzme i neki drugi parametar.

Na slici 8 razmotren je slu£aj kada se za parametar privla£nosti uzima starost
£vora τ , £ine¢i starije ili mla�e £vorove vi²e ili manje poºeljnima. Ovakav pristup
dobro korespondira s realnim mreºama gdje starost £vorova igra veliku ulogu u
stvaranju novih veza. Iako op¢enito nije pravilo, vjerojatnost da ¢e netko stvoriti
link prema nekoj web stranici ili citirati znanstveni £lanak svakako opada sa
staro²¢u te stranice i £lanka.

10Uostalom, kao i kod svih mreºa citata. Teoretski, koe�cijent grupiranja za svaku mreºu
citata u kojem se novi £vor spaja samo s jednim starim £vorom jednaka je nuli.
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Slika 8: Struktura mreºe sa starenjem £vorova. Vjerojatnost da ¢e se novi £vor
spojiti na stari proporcionalna je sa τ−α, gdje je τ starost £vora. Prikazane
su strukture mreºa s razli£itim parametrom α. Za α = −10.0 svi novi £vorovi
spajaju se na najstariji £vor. Za α = 10.0 svi novi £vorovi spajaju se na najmla�i
£vor - dobivena mreºa je linearna.

6 Alternativni modeli konstrukcije mreºa bez skale
Dosad sam razmatrao isklju£ivo stohasti£ke modele nastanka kompleksnih mreºa.
Pri tome se misli da su takvi modeli bili ovisni o nekim slu£ajnim procesima -
na primjer nasumi£nim spajanjem novih veza. Tako stvorene mreºe zapravo su
statisti£ke skupine (eng. statistical ensembles) mreºa koje, iako dobivene istim
postupkom, nisu identi£ne u svakom pogledu. Nadalje, nehotice sam dopustio
da se dobije dojam da su samo rastu¢i modeli dobri kandidati za konstrukciju
mreºa bez skale.

U nastavku ¢u razmotriti jedan primjer kada je rast mreºe strogo determi-
nisti£ki. Prednost takvih modela je ²to se mnogo preciznije mogu de�nirati neke
karakteristike koje u slu£ajnim mreºama (bilo ravnoteºnim ili neravnoteºnim)
izbjegavaju podrobniju analizu.

U drugom dijelu ¢u iznijeti primjer mreºe koja se dobiva "stati£nom" meto-
dom, no koja je bez obzira na to bez skale.

Deterministi£ki model rasta
De�nirajmo za po£etak pravilo za konstrukciju deterministi£kih mreºa:

Svaki vremenski korak svaka veza transformira se na isti na£in s
vjerojatno²¢u p = 1.

Prisjetimo se da je u prija²njim primjerima kompleksnih mreºa svaki £vor na
neki na£in "proizveo" nove veze. Ovdje se stvar okre¢e. Kao ²to smo i vi-
djeli iz gore navedenog pravila, u slu£aju deterministi£kih mreºa svaka veza na
neki na£in "proizvodi" nove £vorove. Po£etnih par koraka mogu se vidjeti na
slici 9. Rezultat nalikuje na neku vrstu fraktala, ali to nije pa otuda i naziv
pseudofraktal.

Za²to to nije fraktal? Iako na prvi pogled nalikuje na klasi£ne primjere
fraktala, na primjer Kochovu pahuljicu, osnovna razlika je u tome ²to se u ovoj
strukturi prosje£ne najkra¢e udaljenosti izme�u starih £vorova ne mijenjaju.
Struktura mreºe nema �ksnu kona£nu fraktalnu dimenziju i prema tome uop¢e
nije fraktal!

Ako paºljivije pogledamo na² model, zamijetiti ¢emo da i ovdje vrijedi pravilo
preferencijalnog spajanja - £vorovi ve¢eg stupnja dobivaju vi²e novih veza. Time
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Slika 9: Rast pseudofraktala bez skale. Svaki vremenski korak svaka veza dobiva
novi £vor koji se na njega spaja sa dvije veze.

je ispunjen osnovni uvjet za stvaranje mreºe bez skale, ²to ovakva mreºa uistinu
i je.

Kao ²to je ve¢ napomenuto, prednost ovako stvorenih mreºa je ²to se neke
njihove karakteristike mogu izra£unati vrlo precizno. Na primjer, za pseudo-
fraktal na slici 9 izra£unata je distribucija najkra¢ih puteva izme�u £vorova.
Asimptota te distribucije za mreºe velike veli£ine je

P (`, t) ' 1√
2π(22/33)t

exp

[
− (`− `(t))2

2(22/33)t

]

Stati£ne neravnoteºne mreºe
Za kraj navodim primjer konstrukcije jednostavne mreºe koja je bez skale ali za
£ije stvaranje se ne koristi model rasta. Umjesto toga mreºa je stati£na - ima
�ksni broj £vorova N i neusmjerenih veza L. Prosje£an stupanj £vora je k = 2L

N .
Pravila za evoluciju takve mreºe su:

(1) U svakom koraku nasumi£no odabran £vor gubi sve svoje veze.

(2) Te veze se prespajaju na nove preferencijalno odabrane £vorove. Prefe-
rencija je linearna: vjerojatnost da se veza prespoji na £vor stupnja k je
proporcijalna k + A, gdje je A neka konstanta.

Ovako stvorena mreºa ekivalentna je onima dobivenim modelom rasta. Jedina
razlika je u tome ²to se parametar m - po£etni stupanj svakog novopristiglog
£vora zamjenjuje s k - prosje£nim stupnjem cijele mreºe. Distribucija stupnjeva
u tom slu£aju je polinomna sa eksponentom γ = 2 + A

k
.
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Zaklju£ak
Pojam mreºe danas je vrlo uobi£ajen u gotovo svim granama znanosti i teh-
nike, ali i u svakodnevnom ºargonu. Kao iznimno generalizirani model njime se
uspje²no modeliraju brojne realne strukture - Internet i WWW, socijalne inte-
rakcije izme�u ljudi, metaboli£ke interakcije u organizmima, suodnosi i utjecaji
u pisanim djelima...

Prou£avanje mreºa zadnjih par stotina godina prije svega je bila domena
teorije grafova koja je tamo napravila brojne pomake. Ipak, krajem 20. stolje¢a
metode se mijenjaju. Od Priceovih skromnih poku²aja indeksiranja citata u
znanstvenim £lancima u [8] informacijska tehnologija uznapredovala je dovoljno
da omogu¢i pojedincima da brzo i pouzdano do�u do empirijskih podataka za
realne mreºe velikih veli£ina. Usporedo s njima razvijaju se nove teorije koje
obja²njavaju rast i evoluciju takvih mreºa.

Takvi modeli se u mnogo£emu razlikuju od onih koje je razvijala klasi£na
teorija grafova. Nova znanost je od stare teorije preuzela terminologiju, no izmi-
jenila je pristup i metode istraºivanja. Rezultat je moderna teorija kompleksnih
mreºa koja se intenzivno razvija zadnjih desetak godina, dovoljno interdiscipli-
narna da ju sa jednakim ºarom prihvate �zi£ari, kemi£ari, biolozi, sociolozi...

Iako danas postoje brojni popularni pravci istraºivanja, prije svega istra-
ºivanja o na£inima ²irenja zaraza u mreºama, koji imaju potencijalno unosnu
prakti£nu primjenu (na primjer antivirusni programi), jo² uvjek nije u potpu-
nosti razja²njen nastanak tih kompleksnih struktura. Uo£avanjem i sistematizi-
ranjem pravila pomo¢u kojih realne mreºe vr²e samoorganizaciju dopridonijelo
bi razvitku cijelog podru£ja.

Uostalom, kao ²to Dorogovtsev i Mendes kaºu u uvodnom poglavlju svoje
knjige "Evolution of Networks" izdanu prije samo koju godinu:

The �eld is open, and there are future challenges ahead.
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Saºetak
U seminaru se de�niraju najvaºniji pojmovi vezani uz analizu kompleksnih
mreºa - distribucija stupnjeva i grupiranje. Ukratko se, bez ulaºenja u detalj-
niju matemati£ku analizu predstavljaju osnovni modeli klasi£nih i kompleksnih
mreºa, njihove karakteristike i svojstva te metode konstrukcije. Detaljno se raz-
ra�uju modeli ravnoteºnih i neravnoteºnih mreºa te mreºa bez skale i malih
svijetova. Opisuje se Barabási-Albert model te njegova programska implemen-
tacija. Uvodi se pojam preferencijalnog povezivanja i obja²njava se njegova
vaºnost u konstrukciji mreºa bez skale. Za kraj se predstavljaju i neki alter-
nativni modeli konstrukcije kompleksnih mreºa - deterministi£ki model rasta i
stati£ne (nerastu¢e) neravnoteºne mreºe.

Kao opravdanje apstraktnih modela pruºaju se i brojni primjeri iz stvarnog
svijeta, prije svega empirijska istraºivanja svojstava realnih mreºa kao ²to su
Internet i WWW te citiranje u znanstvenim £asopisima.
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